Hallo Vince,

ich möchte mal versuchen, den Zusammenhang zwischen Gradient und Richtungsableitung zu erklären:

Zunächst : f(x,y) ist eine Funktion von zwei Variablen. Jedem Punkt (x,y) ist also ein Funktionswert f(x,y) zugeschrieben. 

Wir betrachten nun einen konkreten Punkt (x0,y0).

 Scheiten wir von dort in x-Richtung weiter, so beträgt die Änderungsrate der Funktion: fx(x0,y0), also die partielle Ableitung nach x. In y-Richtung beträgt die Änderungsrate fy(x0,y0).

Die Resultierende dieser beiden Ableitungen ist unser Gradientenvektor grad f(x0,y0).

Der Gradient ist also ein Vektor in der x-y-Ebene. Schreibweisen: grad f oder (f.
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Fragen wir nun nach der Änderungsrate beim Fortschreiten in eine beliebige Richtung u, so finden wir diese durch die Projektion des Gradientenvektor auf die Richtung von u.

Die Skizze zeigt die Verhältnisse in einem beliebigen Punkt (x0,y0). 

Für eine gegebene Funktion f(x,y) und einen festen Punkt (x0,y0) liegen die roten Vektoren fest und können sich nicht ändern:

u sei der Einheitsvektor in einer beliebigen Richtung u. Diese schließe mit der x-Achse den Winkel ( ein. u hat dann die Komponenten (cos (, sin ().

Die Änderungsrate (= Ableitung) in Richtung u ist dann die Länge der Strecke vom Nullpunkt mit zum Punkt, den ich mit Du bezeichnet habe. 

Diese Strecke ist die Projektion von grad f auf die Richtung u.

Sie ergibt sich auch durch

Projektion von fx auf die Richtung u plus Projektion von fy auf die Richtung u.

So eine Projektion findet man durch das Skalarprodukt der beiden Vektoren

grad f und dem Einheitsvektor u.

              (f ( u = Du f          die rechte Seite ist eine Schreibweise für die Ableitung in 

                                             Richtung u.

Wenn du dir jetzt in der Skizze den Vektor u rotierend denkst und dabei die Projektion von grad f auf die Richtung u (nicht umgekehrt!) verfolgst, so siehst du, dass diese Projektion offensichtlich am größten ist, wenn Richtung u und die Gradientenrichtung übereinstimmen.

Entlang einer Niveaulinie ändert die Funktion ja nicht ihren Wert: f(x,y) = konstant

Die Änderungsrate in Richtung der Niveaulinie ist also = null.

Wir ersehen aus der Skizze, dass die Projektion nur null wird, wenn der Gradient senkrecht zur Niveaulinie steht. Die Gerade in der Skizze mit „Niveaulinie“ bezeichnet (besser wäre „Tangente an Niveaulinie“ gewesen) gibt die Richtung an, für die die Ableitung = 0 wird.  

So sehen wir, dass Niveaulinien und Gradienten in jedem Punkt orthogonal zueinander sind.

Formal kann man dies so zeigen:         (( sei der Winkel zwischen u und grad f)

     Du f(x,y) = (f(x,y) ( u = |(f(x,y)| |u| cos (  = |(f(x,y)| cos (      weil     |u| =1 

 Man sieht, dass Duf ein Maximum wird wenn der Winkel ( = 0 oder ( ist und den Wert null annimmt, wenn ( = (/2, d.h. wenn die beiden Vektoren senkrecht aufeinander stehen. 

 =====================

Zu deinen Beispielen:

aus der Schulmathematik sollte man wissen:

    x² + y² = c    sind konzentrische Kreise mit Wurzel (c) als Radius.

    x² - y² = c    sind (gleichseitige) Hyperbeln.

Im ersten Fall sind die Gradienten entlang von Strahlen aus dem Ursprung orientiert.

Im zweiten Fall sind die Niveaulinien ebenfalss Hyperbeln (um 45° gedreht).
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