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für '�4 � verletzt.

Beispiel: Die alternierende harmonische Reihe
�5���"! � � � � �

�� � � 	
� � � � �� � �� � ���6� ist konvergent.

Dies zeigt man mit Hilfe des Leibnizschen Kriteriums:

Alternierende Reihen der Form
5 � � � � � # � , # � � * , für die

� # � � �87:9<;
eine monoton fallende Nullfolge bilden, sind konvergent.

Der Grenzwert lautet:�����=! � � � �
� �� � � 	 >@?  	 * �BADC<�E� � ���F�



Definition: Eine Reihe
�5���=! # � heißt absolut konvergent, falls die Reihe�5���=!�� # � � konvergiert.

Beispiel: Die alternierende harmonische Reihe�����=! � � � �
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ist konvergent, aber nicht absolut konvergent. Es gilt
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und daher ist �����=!
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gerade die harmonische Reihe, die nicht konvergiert.

Satz: (Kriterien für absolute Konvergenz)

1)
�5���"! # � absolut konvergent %

� �5���=! � # � ��� ��� ! beschränkt

2) Majorantenkriterium

� # � ���
	 ��� �����=! 	 � konvergent  �����=!E# � absolut konvergent

3) Quotientenkriterium Sei # ���	 * (& � � � ! )22222 #
�����
# �
22222 �
� 4 � � & � � � ! �  �����=!E# � absolut konvergent

4) Wurzelkriterium�� � # � ���
� 4 � � & � � � ! �  �����=!E# � absolut konvergent



Beweis:

zu a): Die Folge

� �5���=! � # � � � ist monoton wachsend und daher genau

dann konvergent, wenn sie beschränkt ist.

zu b): Da � # � � � 	 � für alle
�

gilt, ist 	 � � * . Die Reihe
�5���=! 	 � ist nach

Voraussetzung konvergent, wegen 	 � � * aber auch absolut konvergent.

Nach Teil a) ist die Folge

� �5���=! 	 � � damit beschränkt. Aus

�����=! � # � � �
�����=! 	 � � �����=! 	 �

folgt dann, dass ebenfalls die Folge

� �5���=! � # � � � beschränkt und nach Teil

a) absolut konvergent ist.

Beweis: (Fortsetzung)

zu c): Aus

22222 #
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22222 �
� ( & � � � ! ) folgt mit vollständiger Induktion direkt

� # � � � � � � � ; � # � ; �
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Beschränktheitskonstante

Nach Teil a) ist
�5���=! # � absolut konvergent.



Beweis: (Fortsetzung)

zu d): Aus
�� � # � ���
� (

� � � ! ) folgt direkt � # � � �
� � für alle
� � � ! . Wie

in Teil c) folgt daraus�����=! � # � � �
�F; � �����"! � # � � � � # � ; � � � ;� � �  �����=!E# � absolut konvergent

Bemerkung:

a) Das Quotienten– bzw. Wurzelkriterium ist erfüllt, falls gilt

>������� � # � � �# � 4 � bzw. >������� � �� � # � � 4 �
b) Die Reihe

�5���=! # � ist dagegen divergent, falls gilt

>������� � # � � �# � ) � bzw. >������� � �� � # � � ) �
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Die Reihe ist also (absolut) konvergent.



Beispiel: Wir untersuchen die Konvergenz der Reihe����� �
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Damit ist die Reihe (absolut) konvergent.

Einige Grenzwerte����� �
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Beispiel: Wir untersuchen die Konvergenz der Reihe����� �
� ���� � � ��� �

Anwendung des Quotientenkriteriums ergibt2222222222
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Damit konvergiert die Reihe.

Insbesondere gilt für alle komplexen Zahlen � �������� �
� ���� 	 ����� � � �



Umordnungssatz für Reihen

Sei � / � ! � � ! eine beliebige Bijektion (Permutation) auf
� !�����"!$# � �

�����=!E# � � � � � 	 � � � � �
Beispiel auf Folie

Satz:

1) Ist die Reihe
�5���=! # � absolut konvergent, so ist auch jede umgeordnete

Reihe
�5���=! # � � absolut konvergent und es gilt

�5���=! # � 	
�5���=! # � �

2) Ist die Reihe
�5���=! # � � für jede Permutation � / � ! � � ! konvergent,

so ist die Ausgangsreihe
�5���=! # � absolut konvergent.

Produkt von Reihen

Ausmultiplizieren von Reihen möglich?�� �����=!$# ����
�� ��� �=! 	 ���� 		 �����
� �"!$# � 	 �

Rechte Seite: jedes Indexpaar
� � 0�� � ��� !� � ! tritt genau einmal auf

Satz: Die Reihen
�5���=! # � und

�5� �=! 	 � seien absolut konvergent.

Dann ist die Reihe
�5���=! # � � 	�� � für jede Numerierung der Indexpaare� � 0�� � / � ! � � � ! (Bijektion) absolut konvergent und es gilt:�����=!E# � � 	�� � 	

�� �����"!$# ����
�� ��� �"! 	 ����



Beweis: Für � ���
lässt sich - hinreichend groß wählen, so dass�
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gilt.

Damit ist die Reihe
�5���"! # � � 	�� � absolut konvergent, ihr Grenzwert ist daher

nach dem Umordnungssatz unabhängig von der Permutation
� � 0 � � .

Zur Berechnung des Grenzwertes wählt man eine spezielle Reihenfolge

* �  � ����� � � � �* * � � � � ������ �  � � � ����� � � A � � ������ C � * �D� �  �����
... ... ... ... ...� � � �

Spezielle Reihenfolge:

* �  � ����� � � � �* * � � � � ������ �  � � � ����� � � A � � ������ C � * �D� �  �����
... ... ... ... ...� � � �

Für � 	 � � � � � � � � ergibt sich dann�
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und daher für � � � �����=!E# � � 	�� � 	
�� �����"!$# ����
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Weiterer Spezialfall: Numerierung entlang der Diagonalen

* �  � ����� � � � �* *  � C ����� ���F�� � � � � � ����� � � �  � � ������ A �D� � �  � �����
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Man erhält damit das Cauchy–Produkt der Reihen:�� �����=!E# � ��
�� ��� �=! 	 ���� 	

��� �=!
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Anwendung zum Cauchy–Produkt: Für die durch
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�����=!

� ���� � � � � �
definierte Exponentialfunktion gilt die Funktionalgleichung
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Begründung: Die obige Reihe ist absolut konvergent. Damit folgt

� ��� � � � ����� ��� � 	
�� �����=! � ���� ��

�� ��� �=! � �� � �� 	 ��� �=!
�����=!

� � � � � ���� � � � � � �

	
��� �=!
�
� �

�� �����=! � � � � � � � � � � ��
	

��� �=!
�
� � � � ��� � � 	 � � � � � ��� �


