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Aufgabe 53

Zwar sind endliche Produkte abzahlbarer Mengen wieder abzahlbar, aber fiir un-
endliche Produkte abzahlbarer Mengen mufl das nicht gelten. Geben Sie ein Beispiel
an!

Aufgabe 54

Sei 1 < a =: z; und die Folge (z,), rekursiv definiert durch ., := allten) - 7eigen

a+xn
Sie, daf die Folge gegen \/a konvergiert.
(Hinweis: Probieren Sie es mit dem Monotoniekriterium!)

Aufgabe 55

Seien f,g: X — R stetige (gleichméfig stetige) Funktionen. Zeigen Sie, daf die Funk-

tionen « — max{f, g}(z) := max{f(z), g(z)} und z — min{ f, g} (x) := min{ f(z), g(x)}
stetige (gleichméBig stetige) Funktionen auf X sind.

. . . . __ atbd la—b]
(Hinweis: Fiir a,b € R ist max{a, b} = 42 4 ©21)

Aufgabe 56

Nennen wir eine Funktion f : X — Y CAucHY-Folgen-treu, wenn sie CAUCHY-Folgen
in CAuCHY-Folgen tiberfiihrt, so sind gleichmafig stetige Funktionen CAUCHY-Folgen-
treu. Sei A C X.

(a) Jede CAUuCHY-Folgen-treue Funktion f : X — Y ist stetig, aber nicht jede stetige
Funktion automatisch CAuCHY-Folgen-treu.
(Hinweis: Betten Sie Y in die Vervollstdndigung ein!)

(b) Finden Sie eine CAUCHY-Folgen-treue, nicht gleichméafig stetige Funktion zwis-
chen metrischen Raumen X und Y Ihrer Wahl.

(c¢) Jede CAucHY-Folgen-treue Funktion g : A — Y 148t sich stetig auf den Abschlufl
A fortsetzen, wenn Y vollstindig ist.

(d) Sind f: X - Y und ¢g: Y — Z CAucHy-Folgen-treu, so auch go f.

(e) Sind f: X - Rund g:Y — R CaucHY-Folgen-treu, so auch die Produktfunk-
tion x +— f(x)g(x). Das Produkt gleichmafig stetiger Funktionen ist dagegen im
allgemeinen nicht gleichméaflig stetig.
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