
R besitzt alsQ− Vektorraum keine abzählbare Basis

Lemma:

Sei K ein Körper, V ein Vektorraum über K und B eine Basis von V. IstV 6= {0}
und ist K oder B eine unendliche Menge. so gilt:

|V | = max{|K|, |B|}

Beweis:

≤

Sicher ist|B| ≤ |V |
Wähle0 6= X ∈ B. Füra, b ∈ K mit a 6= b ist aX 6= bX daX 6= 0. damit ist

|K| = |{aX|a ∈ K}| = | < X > | ≤ |V |

und es folgt
max{|K|, |B|} ≤ |V |}

≥

Seii ∈ k undY ∈ V \{0} mit

Y =
∑

i∈ k

λiXi

für Xi ∈ B und passendeλi ∈ K.

Definiere die Abbildungϕ : V → Pfin(K ×B)1

ϕ(Y )


{(λi, Xi) ∈ K ×B|∀λi ∈ K, Xi ∈ B : Y =

∑
i∈ k λiXi} Y 6= 0

∅ Y = 0

ϕ ist injektiv und daK ×B eine unendliche Menge ist gilt:

|Pfin(K ×B)| = |K ×B| = max{|K|, |B|}

2 Es folgt:
max{|K|, |B|} ≥ |V |

1Pfin(K ×B) := {S ⊆ K ×B|S endlich} Das fin steht also für finit (engl. endlich
2dieses Resultat über unendliche Mengen ist keinesfalls trivial und müsste eigentlich noch bewiesen

werden...
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Satz:

Der VektoraumR überQ besitzt keine abzählbare Basis

Beweis:

Es ist|N| = |Q| = ℵ0 < |R|.
Annahme: B wäre eine Basis vonR überQ mit |B| ≤ |N|. So wäre nach dem Lemma

|R| = max{|Q|, |B|} = ℵ0

Wiederspruch daR überabzählbar ist.
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