R besitzt alsQ— Vektorraum keine abzahlbare Basis

Lemma:

Sei K ein Korper, V ein Vektorraum {ber K und B eine Basis von Wlsg {0}
und ist K oder B eine unendliche Menge. so gilt:

|V] = max{| K|, |Bl}
Beweis:
<

SicheristB| < |V|
Wahle0 # X € B. Fiura,b € K mita # bistaX # bX daX # 0. damit ist

K| =H{aX|ae K} =[ <X >[<[V]

und es folgt
max{| K|, B[} < [V}

>
Seii € kJundY € V\{0} mit

Y=Y AX;
ic k]

fur X; € B und passendg; € K.
Definiere die Abbildungs : V' — Py, (K x BYf
{(\i,X;) e KxB|V\, e K, X; € B:Y = Zie@ XX} YA0
oY)
) Y =0
@ istinjektiv und dak x B eine unendliche Menge ist gilt:
[Prin(K x B)| = |K x B| = maX{|K]|, | B[}

BEs folgt:
max{| K|, |B[} > |V|

1Psin(K x B) := {S C K x B|S endlich} Das fin steht also fr finit (engl. endlich
2dieses Resultat iiber unendliche Mengen ist keinesfalls trivial und miisste eigentlich noch bewiesen
werden...



Satz:
Der VektoraunR lber@Q besitzt keine abzahlbare Basis
Beweis:

Esist|N| = |Q| = Ry < |R|.
Annahme: B wére eine Basis v@uberQ mit | B| < |N|. So wére nach dem Lemma

IR| = max{|Q|, | B[} = Ro

Wiederspruch d& Uberabzéhlbar ist.



