Musterlosung zu Blatt 1
Analysis 11 fiir Sek II, SS 2003

1 Im folgenden werden siamtliche Reihen als ) a; mit passenden Grenzen fiir k ge-
schrieben.

a) Das Wurzelkriterium liefert

Tan] vk + 1 \k/ k + 1
|ak k—>oo 5
denn es gilt:

1 — VE < VEk+1 < V2 =2V — 1

k—o00 k—o0

Also konvergiert die Reihe (absolut).
b) Es gilt:

> 2 1ty) pz o
k=1 k=1 k=1
Also divergiert die Reihe, da eine divergente Minorante existiert.

c) Das Quotientenkriterium liefert:

 ((k+ D22k +2)! (k4 1) 0+
B (K12/(2k)! (26 +2)(2k+1) 2+ 2)2+1) ko 4

Also konvergiert die Reihe (absolut).

Ar+1
Qg

d) Es gilt (logk)® < k ab einem kg, denn es ist

lim k (VH.) m k (VH) i k (I'H.) I
koo (loghk)® — k—oo3(logk)?  k—oo6logk k—oo 6

nach der Regel von de I’ Hospital. Damit folgt:

kz: logk: Zk_

Also divergiert die Reihe, da eine divergente Minorante existiert.

e) Das Leibnizkriterium liefert die Konvergenz der Reihe, da die Logarithmusfunktion

monoton steigend und daher die Funktion k +— @ monoton fallend ist. (Wegen

10 v > % fiir alle k£ € N konvergiert die Reihe aber nicht absolut,
da sie eine divergente Mlnorante besitzt.)

log k < k und somit

f) Da vk — 1 fiir k — oo, existiert ein ko € N, so daB vk < 2 fiir alle k > ko, und es
folgt

L 1 -
prv) = P > ok fiir alle k > k.
Also gilt
Z ]{j1+% Z Z ﬁ — QO’
k=ko k=kg

d.h. die Reihe divergiert, da eine divergente Minorante existiert.
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2 a)

b)

Da die geometrische Reihe >~ ¢* fiir alle ¢ € R mit |g| < 1 absolut konvergiert mit

k=0
Grenzwert — , folgt fiir alle z € R:
o0 o0
1 1
Zl—l—x k+1:1+x2 Z(1+x2> T 1422 -z =1
=0 k=0 1+ac2
Also konvergiert die Reihe fiir alle x € R (absolut).
1. Fall: |z| < 1
Verkleinern des Nenners durch 1 + z* > 1 liefert:
> ka - Nk 1 . .
215 o < g (*)" = o (geometrische Reihe)

Also konvergiert die Reihe (absolut), da eine konvergente Majorante existiert.

2. Fall: |z| =1
Es folgt unmittelbar:
N =1
D iiaE = D5 = >
k=0 k=0
Also divergiert die Reihe.
3. Fall: |z| > 1
Es gilt:
I I L DI T I U
ak 2k — -2k T 2
k:01+x kor%—i_x =0 ¥ k=0 I-z

(In der letzten Gleichung wird die Formel fiir die geometrische Reihe benutzt, wobei
|z72] < 1.) Also konvergiert die Reihe (absolut), da eine konvergente Majorante
existiert.

Es gilt:

- 1

3+ % falls n gerade
an, =
—1— - falls n ungerade

Somit sind —1 und 3 offensichtlich die einzigen Haufungswerte, und es folgt:

liminfa, = —1 und limsupa, = 3

Ist limsup(a, + b,) = ¢, so existieren Teilfolgen (ay,) und (b,;) mit a,, — a und
bn; — b fiir j — oo und a + b = c¢. Dann gilt

a < limsupa, und b < limsupb,
und somit die Behauptung:
limsup(a, +b,) = ¢ = a+b < limsupa, + limsupb,

Ein Beispiel, wo tatséchlich ,,<* auftritt, ist gegeben durch die Folgen (a,,), (b,) mit
an = (=1)" und b, := (—1)"! fiir alle n € N.
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Q41

5 i) Behauptung: limsup /a;, < limsup
Qg

Beweis: Es sei s := limsup a’;—:l Dann gilt:

Ve>03k e NVE > ky: —F

<s+e¢
Ar—1

Desweiteren existiert ein M > 0, so dafl
Ak, < M(S + €>k0

ist. Aus
ag Ap—1 Ako+1

a’k‘ e ako

Q-1 ' Ap—2 (4778
folgt damit:
ap < (s+e)f ™. M(s+e)o = M(s+¢e)
Wurzelziehen liefert
Yap, < VM(s+e) — s+e¢
fiir £ — oo, und es folgt die Behauptung.

Q41
ag

ii) Behauptung: lim inf < liminf {ag

Analog zu Teil i).

iii) Behauptung: liminf /a; < limsup ax
Gilt nach Definition der Limiten.

Aus den Teilen i) - iii) ergibt sich die behauptete Ungleichungskette.

Es folgt, daB der Anwendungsbereich des Wurzelkriteriums gréfer ist als der des
Quotientenkriteriums, denn wenn das Quotientenkriterium erfiillt ist, so ist auch
das Wurzelkriterium erfiillt, im allgemeinen aber nicht umgekehrt.

Sawo



